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Principe de I'ACP : algebre linéaire

On part de notre matrice X de taille N x D et on veut trouver une matrice P
orthonormale de taille D x D. Orthonormale? Chaque colonne a norme 1 et le
produit vectoriel toute paire de colonnes de P vaut 0 (nous y reviendrons)

Chagement de base/transformation linéaire. P est une matrice décrivant une
transformation linéaire correspondant a un changement de base : si on définit une
matrice Xp de taille N x D par

Xp=XxP

alors Xp encode les mémes points dans RP que X mais dans une nouvelle base
(systeme de coordonnées) de cet espace, différente de la base
((1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)), dont les vecteurs sont décrits par P.

On appelle les D colonnes de Xp les composantes principales (CP) de X et P la
matrice des composantes principales de X.



Changement de base, exemple

On part d'une base de R? composée des vecteurs u; et up. Le point x a pour
coordonnées dans cette base (x1,x2). Dans une autre base composée de deux vecteurs
orthonormaux vy et vy, il a coordonnées (x], x3).




Comment utiliser I'ACP?

Supposons qu’on veuille transformer notre probleme initial de classification en un
probléeme de classification en dimension d = 2.

On remplace donc X par les deux premiéres colonnes de Xp, que I'on peut obtenir en
multipliant X par les deux premiéres colonnes de P

Xpcao = X x [P1P?]

et on travaille sur cette matrice N x d, avec laquelle on peut utiliser la méthode de
classification de notre choix.

C'est ce que nous avons fait dans notre calepin Jupyter. Maintenant essayons de
comprendre comment |'algorithme de décomposition en CP a calculé la matrice P.



Que représentent les composantes principales?

Notons f;(X) la j™ colonne de Xp, c'est-a-dire la j¢"¢ CP de X.

Comme Xp = X x P, f;(X) se calcule comme suit :

D
f(Xi) = Xpli, ] =Y _X[i,kIP[k,jl, i=1,...,N
k=1

On voit donc que f;(X;) est en fait une combinaison linéaire des coordonnées de X;
dont les coefficients sont donnés par la j¢¢ colonne de P, P’.



Transformation par ACP, exemple

Allons voir le calepin Jupyter dédié a I'ACP.



Intuition : quel signal capturent les CPs?

Quelle quantité I'algorithme de calcul de P cherche-t'il a optimiser?

Il est important de rappeler ici que la décomposition en ACP ne tient aucun compte de
la classe de chaque point de données. On n'utilise pas du tout la matrice y.

Ce que la décomposition en ACP essaie d'optimiser est d'encoder la variabilité présente
dans la matrice X. Si il existe dans X un signal permettant de séparer les données en
groupes bien définis, ce signal est lié a la variabilité.

Par exemple, un attribut avec une faible variance (toutes les valeurs de cet attribut
sont tres proches) contient peu de signal pour séparer les données. Au contraire un
attribut avec beaucoup de variance contient un fort signal de séparation.



Exemple

Supposons que nous avons une matrice X de taille 4 x 4, pour laquelle chaque colonne
est centrée, c'est-a-dire a moyenne 0.

-1 -01 3 1

1 01 -5 -05
1 -01 -2 -1
-1 01 4 05

On observe que la troisitme colonne varie le plus, alors que les premiere et quatrieme
colonnes varient peu et la seconde colonne ne varie presque pas. Il n'y a pas vraiment
de signal pour séparer les quatre points de données dans cette colonne. Par contre les
autres colonnes semblent grouper ensemble les points X5, X3 d'un c6té et es points
X1, Xy de l'autre.



Matrice de covariation (1)

La matrice de covariation est une matrice D x D définie comme suit

1
COV(X) = mXTX

ol XT est la transposée de X.



Matrice de covariation (2)

Faisons le calcul en Python

XX = np.array([[-1,-0.1,3,1],[1,0.1,-5,-08.5],[1,-0.1,-2,-1],[-1,06.1,4,8.51]1)

print (XX, '\n")
print({1/3)*np.dot(np.transpose(XX},XX}, '\n')
XX_cov = np.covinp.transpose(XX))
print(Xx_cov)

[[-1. -8.1 3. 1.1

[ .1 -5. -0.5]

[1. -8.1 -2. -1.1]

[-1. ©.1 4. 8.5]]

.33333333e+00 0.000000002+00 -4.66666667e+00 -1.00000000e+08]
.00000A00e+00 1.33333333e2-02 -6.66666667e-02 -4.62592927e-18]
.66666667e+00 -6.66666667e-02 1.80000000e+01 3.16666667e+00]
.00000000e+00 -4.62592927e-18 3.16666667e+00 B8.33333333e-01]1]
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.6B6666672+00 -6.666666672-02 1.80000000e+81 3.16666667e+00]
.00000000e+08 -4.62592927e-18 3.16666667e+00 8.33333333e-01]1
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Matrice de covariance (3)

On observe que le long de la diagonale, la deuxieéme valeur est trés petite, alors que la
troisieme est la plus grande et que les premiéres et quatrieme valeurs sont assez
proches. Ces valeurs indiquent la variabilité de chaque colonne de X.

La valeur en position k de la diagonale est définie par

ZX[k AXT K] = ZX[k JP



Matrice de covariance (4)

Les valeurs non-diagonales encodent la covariation :
» une valeur positive cov(X)]i, j] élevée indique que les colonnes i et j sont
corrélées positivement,
» une valeur négative cov(X)[i, ] élevée indique que les colonnes i et j sont
corrélées négativement,
» une valeur positive cov(X)[i, ] faible indique que les colonnes i et j ne sont pas
corrélées.

On observe que la seconde colonne de X n'est corrélée avec aucune autre colonne. Par
contre toutes les paires de colonnes n'impliquant pas la seconde colonne sont
fortement corrélées, positivement ou négativement, ce a quoi on s'attendait par
construction de la matrice X.



Matrice de covariance et CP

Que sont les CP de X7 Les vecteur propres de la matrice de covariance. Il va au-dela
de ce cours d'expliquer cette propriété du point de vue algébrique, mais I'exemple
ci-dessous l'illustre bien.

red ACP4 = PCA(n_components=4)

XXpcad = red ACP4.fit transform(XX)
print(red ACP4.components_)

print(red ACP4.explained variance ratio )

[

9.25012589 0.80321843 -0.95275755 -0.17227822]

9.58089279 -0.05295529 ©0.27914894 -0.8175439 ]
-0.43018575 0.83692863 -0.84959324 -0.33471063]
-0.70815512 -0.54473471 -0.10894694 -0.43578777]]
[9.81068173e-01 1.88753480e-02 8.56479155e-04 6.24073879%e-34]

(_,eigenvectors) = np.linalg.eig(XX_cov)
printinp.transposel(eigenvectors))

[[ ©.25012589 0.00321043 -0.95275755 -0.17227822]
[ ©.58089279 -0.85295529 0.27914894 -0.8175439 ]
[-8.78815512 -0.54473471 -0.10894694 -0.43578777]
[-8.43018575 0.83692863 -0.64959324 -0.33471063]1



Conclusion

L'ACP est une méthode qui permet d'identifier et d'utiliser la variabilité et la
covariation présentes dans un jeu de données.

Elle calcule une matrice de changement de base, qui permet d'exprimer nos données
initiales dans une nouvelle base dont les vecteurs sont des combinaisons linéaires de
nos attributs initiaux, construits de sorte a capturer dans les premiéres CP le maximum
de variabilité.

Du point de vue algébrique, la matrice des CP est essentiellement définie par les
vecteurs propres de la matrice de covariation. |l existe d'autres méthodes de calcul de
cette matrice de CP (par décomposition en valeurs singulieres notamment que nous ne
Verrons pas.
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